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Resumen 

715 

Este trabajo propone un método para descomponer sistemas de ecuaciones, de manera a facilitar su 

resolución utilizando ambientes distribuidos heterogéneos como computadores paralelos y redes de 

computadores. La presente propuesta asigna a los procesadores de un sistema distribuido heterogéneo 

distintos números de ecuaciones según sea la performance relativa de los procesadores a ser utilizados, de 

forma tal que su aplicación sea válida para un sistema general de ecuaciones. Asímismo, el método 

presentado permite utilizar la técnica de solapamiento parcial (partial overlapping) para mejorar la 

convergencia. Además, se introduce un parámetro de selección para escoger la mejor partición de un 

conjunto dado. Se presentan resultados experimentales que avalan la presente propuesta. 

Palabras Claves: Computación distribuida, convergencia de métodos iterativos, performance relativa. 
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1. INTRODUCCiÓN 

Las implementaciones paralelas de algoritmos iterativos son una opción importante dentro del contexto de la 

computación distribuida [1]. Para aprovechar sus ventajas en la resolución de sistemas de ecuaciones de 

gran porte, es necesario descomponer el problema dado en subproblemas menores, los cuales pueden ser 

asignados a los distintos procesadores del sistema distribuido para su resolución paralela. Esta 

descomposición está condicionada por dos factores: 

a) la capacidad de procesamiento relativo de cada máquina del sistema distribuido, factor que 

determina las dimensiones de los subproblemas asignados a cada procesador; 

b) el grado de acoplamiento que puedan tener los subproblemas entre sí, lo que determina la 

dependencia entre las variables y por consiguiente, influye en la convergencia del algoritmo [2]. 

Así, el sistema debe descomponerse de forma tal que a cada procesador se le asigne un subproblema de 

dimensión proporcional a su performance, y que la dependencia entre las variables actualizadas por cada 

procesador facilite la convergencia del algoritmo iterativo a ser utilizado. 

Desde la década del 60 [3] fueron publicados diversos métodos de descomposición, en su mayoria diseñados 

para procesadores, problemas o algoritmos bien específicos [4~5]. Así, Vale et al. [6] formuló una 

propuesta para sistemas de ecuaciones lineales y simétricos utilizando computadores paralelos. Sin 

embargo, la Descomposición e [7] que desprecia conexiones débiles, es la más utilizada en la actualidad. 

Inspirada en el trabajo de Vale et al. [6], se desarrolla la presente propuesta que permite generar particiones 

en número y tamaño controlables por el operador, válidas para u111 sistema general de ecuaciones. Además, 

se introduce un parámetro que permite elegirr una buena partición de un conjunto de particiones y se sugiere 

la utilización de solapamiento parcial (partía! overlapping) [8]. 

La Sección 2 fonnula matemáticamente el problema, mientras que la Sección 3 presenta el método 

propuesto. Resultados experimentales se presentan en la Sección 4 y las conclusiones en la Secció111 5. 
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2. FORMUlACIÓN DEl PROBLEMA 

Considerando un sistema de n ecuaciones algebraicas con n incógnitas dado por: 

(fJ(x) =O, X E 9\ 11 , (2.1) 

definido en un dominio De 9i"; se desea resolver (2.1) utilizando un sistema distribuido con p 

procesadores, n ?.p. Para esto, se debe descomponer el problema de forma tal que cada procesador resuelva 

solamente una parte del sistema, comunicando sus resultados parciales a los otros procesadores. 

Sea la Descomposición Cartesiana: (2.2) 

conDe 9in un dominio tal que (2.3) 

entonces: x = [x[ X¡ ED¡, Vi E{l, ... ,p}. (2.4) 

Análogamente, (2.5) 

Consecuentemente, la ecuación a ser resuelta en cada procesador i (problema local), estará dada por: 

(fJ¡(x)=O, ViE{l, ... ,p} (2.6) 

NOTA L La descomposición adecuada de la fonción (fJ (x) en p fonciones (fJ¡(x) es el 

objetivo central del presente trabajo. 

Para resolver el problema será utilizado un algoritmo iterativo de la forma: 

(2.7) 

donde k representa la iteración. Por lo tanto, en forma análoga a (2.4) y (2.5): 

[ T T ]T G(x) = G1 (x) ··· Gp(x) , G¡():D--+ D¡, Vi E {l, ... ,p} (2.8) 

La implementación síncrona de (2.7) para el procesador i será entonces: 

(2.9) 

Considerando un contexto asíncrono, se denota como x/d~(k)) al valor de x1 enviado desde el 
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procesador j y disponible en el procesador i al iniciar su iteración k. Denotamos así como xi (k) al vector 

x disponible en el procesador i en el momento de su iteración k, esto es: 

Vi E {l, . .,,p} (2.10) 

Usando esta notación [9], podemos escribir el algoritmo asíncrono basado en (2.7) como: 

x¡(k + 1) = G¡(xi (k)), Vi E {l, ... ,p} (2.11) 

En se deriva una condición suficiente de convergencia de (2.11), bajo las siguientes hipótesis: 

Hipótesis 1 (Unicidad de la solución): dado el sistema de ecuaciones (2.1) que puede ser reescrito como 

(2.6), definido en un conjunto cerrado De mn que satisface (2.3), existe un operador G(-) de la forma 

(2.8), tal que G( D) e D y adicionalmente D presenta un y solamente un punto fijo 

• [ * T ( •) T JT X = (X¡) .. · X p , 
• 

X¡ E D¡, Vi E {l, ... ,p} 

del operador G. El punto fijo x" es a su vez solución de (2.1). 

Hipótesis 2 (Asincronismo parcial): 3dEN, VkEN, tal que d;·(k)E{k, ... ,k-d} donde 

(k- d) es el máximo atraso posible, determinado por la medida de asincronismo d. 

Hipótesis 3 (Bioque-Lipschitz): cada operador G;(x) en (2.11) es Bloque-Lipschitz en D. esto es: 

Vx,y E D 

Se demuestra así el siguiente teorema [1]: 

Teorem3l 1 (Condición suficiente de convergencia) 

Bajo las hipótesis 1 a 3, el algoritmo asincrono r!j!presentado por (2.11) converge a un único punto fijo 

x* en D si p(H) < 1 , donde p representa el radio espectral y la matriz de comparación H está dada 

por: H = (h¡¡} E ~pxp, con h¡¡ = l;¡ 

En resumen, el radio espectral de la matriz de comparación es un parámetro que nos pennitiria asegurar a 
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priori que el algoritmo converge, y por consiguiente podria ser utilizado para escoger buenas p;uticiones. 

La técnica de solapamiento parcial (partial overlapping) fue introducida para mejorar la convergencia de 

los métodos de resolución en bloque, y consiste en resolver una misma ecuación repetidamente en varios 

bloques (o procesadores, en una implementación paralela) [8]. 

3" PROPUESTA DEl TRABAJO 

El método de descomposición propuesto utiliza una matriz cuadrada no negativa M= (mú} (mÍJ ::?:: O) de 

dimensión n x n y elementos diagonales no nulos (m¡¡ > 0), cuyos elementos mif y m¡; (i ;;t j) representan el 

acoplamiento existente entre las variables x; y x1. En el caso lineal (Ax=b ), los elementos m;¡ de la matriz M 

están dados por mif = J aif J, donde A es la matriz de coeficientes del sistema o una versión reordenada de la 

misma. Si el sistema a ser resuelto fuera no lineal, la matriz M dependerá del método de resolución. 

Decimos que las incógnitas x; y xi no son adyacentes si m;¡= m¡;= O; caso contrario x; y Xj son adyacentes. 

En caso de ser adyacentes, se habla de variables débilmente acopladas (si mif y m,, son pequeñas) o 

fuertemente acopladas (si mif ó m1; son muy grandes). 

Básicamente, el método consiste en la formación de p subproblemas a partir de p incógnitas iniciales, 

denominadas semillas, donde p representa también el número de procesadores. A estas incógoitas semillas 

se van agregando las demás incógnitas hasta que el sistema quede totalmente descompuesto. La 

determinación de las incógnitas a ser anexadas a una dada semilla depende de un ranking de incógnitas 

basado en pesos previamente asignados. A cada paso del proceso, la incógnita a ser agregada al 

subproblema es la adyacente más pesada. En caso que dos o más subproblemas seleccionen la misma 

incógnita como candidata, esta se asignará al subproblema con el cual posea un mayor acoplamiento. Si no 

es posible desempatar y la incógnita en disputa posee un peso significativo, se puede optar por solapamiento 

parcial. Para esto se asigna la incógnita en disputa a todos los subproblemas que la hayan seleccionado. 

A medida que los subproblemas van siendo formados, debe verificarse que el tamaño de los mismos se 
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encuentre en la proporción deseada (performance relativa de los procesadores: w). Para esto, se anexan 

incógnitas sólo a aquellos subproblemas que aun no alcanzaron dicha proporción. El proceso de 

agrupamiento de incógnitas continua hasta que todas las incógnitas · hayan sido asignadas a algún 

subproblema. En caso de obtenerse más. de una descomposición, se utiliza un criterio de selección para 

elegir la partición más conveniente. 

Basados en el principio descrito, se propone el siguiente método de cuatro etapas (ver detalles en [9]): 

1) Clasificación de incógnitas (Algoritmo 1): Se hace un ranking de pesos que indica el grado de 

acoplamiento de cada incógnita al sistema. El peso P¡ de una incógnita X¡ esta dado por 

. n 

P¡ = L (mij 1m¡¡ f'1 con zij = mij 1 (m¡; 1 D) 
j=l j~i 

Vi E {l, ... ,n} 

donde 
l n n 

D=- L Lm¡¡ , 
nc i=l j=l,j~i 

nc = número de mij diferentes de cero 

(3.1) 

2) Selección de semillas (Algoritmo 2): Deben seleccionarse como semillas a las incógnitas que sean 

centro de aglutinamiento de incógnitas y que no se encuentren fuertemente acopladas unas con otras. 

3) Formación de particiones (Algoritmo 3): Una vez determinadas las semillas para cada subsistema, es 

necesario adicionar las demás incógnitas a los subconjuntos adecuados. 

4) Selección de la mejor partición (Algoritmo 4): Pueden ser determinados varios conjuntos de semillas 

que a su vez servirán de pie para generar diferentes particiones. Para identificar a la mejor partición de 

todas las obtenidas se utiliza un parámetro de selección. En [2] se proponen varios parámetros posibles 

de selección, recomendándose como óptimo al Parámetro de Acoplamiento "Par_A", dado por: 

Par A=" m·· - L., IJ ' Vi, j tal que x¡ y x j pertenecen a subproblemas diferentes 

En base a lo expuesto en la Sección 2, este trabajo propone como parámetro de selección a p ( H), siendo 

elegida como óptima aquella partición que presente el mínimo valor del parámetro de selección. La 

efectividad del parámetro p (H) frente a Par_A quedará demostrada por los resultados experimentales. 
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Algoritmo 1: Clasificación de incógnitas 

Entrada: matriz M 

DESDE i = l hasta n /*para cada una de las p incógnitas */ L Calcular P¡ según la ecuación (3.1); 
Incluir a P¡ en el ranking; 

Salida: pesos P¡ de las n incógnitas ordenadas según un ranking de pesos 

Algoritmo 2: Selección de semi/las 

Entradas: temas vlim, ngrup y nvec, matriz M, pesos de las incógnitas P¡, nº de procesadores p. 
vlim, es el peso mínimo requerido para considerar una incógnita como candidata a semilla; 
ngrup, es el 11.1° de incógnitas a agrupar alrededor de cada candidata a semilla y 
nvec, es el parámetro utilizado para evitar que dos incógnitas muy acopladas sean semillas. 

721 

PARA cada tema seleccionada/* Pueden ser determinadas por el usuario o por criterios estadísticos [2]*/ 
Inicializar el conjunto K como vacío; /*Conjunto de incógnitas candidatas a semillas*/ 
PARA cada una de las incógnitas X¡ 

LSI pesoP¡~ vlim ENTONCES 
L Incluir la incógnita X¡ en K ; 

PARA cada una de las incógnitas X¡ en K 
Inicializar el conjunto/¡ ; /* Conjunto de incógnitas agrupadas a las candidatas a semillas */ 
Incluir la incógnita X¡ en /¡ ; 
Inicializar el conjunto CIA; ; !"' Conjunto de Incógnitas Adyacentes al conjunto l¡ ''1 
Incluir en C/A¡ las incógnitas adyacentes a la incógnita x; ; 

DESDE 1 hasta ngrnp 1* agrupar ngrup incógnitas alrededor de cada candidata"/ L Mover la incógnita de mayor peso del C/A¡ al l; ; 
- Incluir en CIA; , las nuevas incógnitas adyacentes a la recientemente movida; 
PARA cada conjunto]¡ 
L Calcular la sumatoria de los pesos de todas sus incógnitas en J; ; 
Inicializar el conjunto S; /*S: Conjunto de semillas de una partición */ 

Seleccionar de K la incógnita xk cuyo conjunto 1 posea mayor sumatoria de peso ; 
Incluir xk en S como primera semilla ; 
Eliminar xk ·de K ; 
MIENTRAS el número de semillas :::; p 

Seleccionar en K la incógnita x, que posea la mayor sumatoria de pesos ; 
SI x. no está entre las nvec primeras incógnitas de los conjuntos I de las semillas 
ya seleccionadas ENTONCES 

1 

Elegir X8 como semilla ; 
Incluir x, en S ; 
Eliminar Xs de K; 

DE LO CONTRARIO 
- L_ L Elim~ar Xs de K ; 

Salida: para cada tema se tendrá un conjunto S de p semillas 
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Algoritmo 3: Formación de particiones 

Entudas: conjooto de semillas S= {s1, ••. ,sp}, matriz M, pesos de las incógnitas P;, LimOver: 
LimOver: mínimo peso requerido para realizar solapamiento parcial. 

Inicializar los vectores e E NP y Q e NP; /* vectores de estado para controlar el desbalanceo según w; 
c1 es el n2 de incógnitas en el subproblema i en un momento dado; q; = c/w; "1 

P .ARA cada semilla s 1 e S l Inicializar el conjunto J¡ ; 
Incluir en J¡ la semillas, ; 
Inicializar un conjunto CIA, ; 

/* conjunto de incógnitas de un subproblema "! 

Incluir en CIA; las incógnitas adyacentes a la semilla s, ; 
Actualizar los vectores e y Q ; 
MIENTRAS exista!'~ incógnitas no agrupadas 

PARA todos los conjuntos .1; que necesitan anexar incógnitas 

/* Conjunto de Incógnitas Adyacentes "1 

L Seleccionar como incógnita candidata a ser incluida a la de mayor peso de su CIA ; 
Ver si existen coincidencias de candidatas ; 

SI existe coincidencia en la incógnita candidata xk ENTONCES 
Seleccionar el valor del mayor acoplamiento entre las incógnitas ya incluidas en J¡ 

y ia incógnita candidata x,. a ser incluida en J1; 
SI existen coincidencias de valor de mayor acoplamiento ENTONCES 

SI se tiene opción de solapamiento ENTONCES 
SI el peso de la incógnita ik es ;:: LimOver ENTONCES 
1 Incluir X k en todos los subconjuntos J coincidentes ; 
DE LO CONTRARIO 
L fuduir ik en el primer J que pelea por i~c ; 

DE LO CONTRARIO 
L fucluir x,.en el primer J que pelea por i~t ; 

DE LO CONTRARIO 
L fucluir x,.en J con el que tenga mayor acoplamiento ; 

DE LO CONTRARIO 
L Incluir X k en el primer J;; 
Eliminar xkde todos los CIAs de J; 
Incluir en los CIAs correspondientes las incógnitas adyacentes a las incluidas ; 

- Actualizar C y Q ; 

Salida: partición en p subproblemas. 

Algoritmo 4: Selección de la mejor partición 

En~rada: las diversas particiones generada por el Algoritmo 3 

PARA cada partición L Calcular p ( H); 
Incluir el valor de p ( H) en el ranking; 

Elegir como mejor partición la de menor valor de p ( H); 

§aiidas: mejor partición generada por el método propuesto, ranking de particiones. 
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4. RESULTADOS EXPERIMENTALES 

La eficiencia del método . descrito fue verificada experimentalmente utilizando sistemas de ecuaciones 

lineales y no lineales. Las diferentes particiones generadas por el método propuesto fueron comparadas con 

otras particiones determinadas aleatoriamente y con particiones generadas por la Descomposición & [7]. 

Además se realizó un estudio comparativo entre los parámetros de selecciónp (H) y Par_A .. 

4.1. Sistema lineal de ecuaciones. 

Se presentan resultados experimentales de un sistema lineal de 10 ecuaciones y 10 incógnitas [Ejemplo A, 

10]. Se hizo una descomposición exhaustiva, resolviéndose las 45# particiones posibles utilizando el método 

bloque-Jacobi; considerando una performance relativa w = [4 l]T. Se hicieron mediciones del número de 

iteraciones hasta la convergencia y se calcularon los parámetros p (H) y Par_A. 

En la Tabla 4, se observa que las particiones generadas por el método propuesto están dentro de las mejores 

particiones posibles y que son superiores al promedio. Como puede notarse, la partición obtenida por el 

método propuesto (nº 7) es mejor que la partición sugerida por la Descomposición & (nº 19). 

nº de partición Iteraciones+ Posición en el ranking p(H) Par A 

del nº de iteraciones* de particiones# 
7 4,33 2º 2º 0,0551 10 

23 4 83 4º 6º 0,0709 8,6 
44 4 67 3º 4º 0,0794 12,7 
2 4,83 4º 7º 0,1008 10,5 

39 5 5º 12º 0,1014 10,6 
18 6 9º 21º 0,1352 11,3 

"19 5,5 6º 16º 0,1183 7,9 
+ El nº de 1terac10nes es un promedio de pruebas realizadas con se1s valores posibles de tolerancia. 
*Existen 16 posibles valores del nº de iteraciones que van desde 4.17 hasta 7.33; siendo 5.78 el promedio. 
# • 10 10 ! 

EXIsten c2 = (lO- 2) ! 2 ! 45 posibles particiones. • Partición generada por la Descomposición &. 

Tabla 4: Resultados experimentales del Ejemplo A 

Se puede observar además, que si se considera a Par_A como parámetro de selección, entonces seria elegida 

la partición nº 23 a pesar de ser inferior a la seleccionada por el parámetro p (H). 
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En otros ejemplos de sistemas lineales [10], las particiones generadas por el método propuesto son las 

óptimas, al igual que las sugeridas por la Descomposición &. 

Finalmente, se destaca. que el coeficiente de correlación entre el número de iteraciones y p (H) fue de 0,96 

frente a una correlación de solo 0,15 entre el número de iteraciones y Par_A, lo que enfatiza las bondades 

de p (H) (frente a Par_A) como parámetro de selección. 

4.2. Sistema no lineal de ecuaciones 

Se aplicó la metodología propuesta a la descomposición del sistema IEEE de 14 barras para la resolución 

del problema de flujo de potencia. Dicho problema puede ser formulado como un sistema cuasi-lineal de 

ecuaciones [ 11] de la forma: Yx=l{x), Y E enxn, X E en, ] (X) E en, donde Y es la matriz de 

admitancias de la red, x el vector de voltajes de las barras e l{x) el vector de corrientes inyectadas. 

La matriz de acoplamientos M utilizada será la misma matriz Y, teniendo en cuenta que ésta representa en 

forma efectiva al acoplamiento entre los voltajes de las barras. 

Este sistema fue resuelto en forma síncrona (2.9) y asíncrona (2.11), utilizando un sistema distribuido 

constituido por dos workstations: SUN SPARC-Station 5 y DEC 3000, con w = [4 1]T. 

La Tabla 5 muestra las posiciones de las 2 particiones generadas por el método propuesto en diversos tipos 

de ranking, tanto para el caso síncrono como para el asíncrono. La partición 59 es la seleccionada por el 

método propuesto, resultando para el caso asíncrono la partición óptima. 

Número Posición+ en el Ranking de 
de Iteraciones. Tiempo Real Tiempo de CPU p(H) Par_A 

Partición sine. asinc. smc. asinc. sine. asinc. 
59 3º 7º 4º 1º' 32 ll! 0,902 30,93 
56 472 822 342 452 43º 562 0,965 24 .. ~ 

+ EXIsten 286 postbles parttctones. 
Tabla 5: Ranking y parámetros de selección 

Se nota además que si se utilizara Par_A como parámetro de selección, la partición 56 sería elegida, siendo 

que ésta es en realidad inferior a la partición 59 seleccionada por el parámetro p (H). 
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La Tabla 6 indica las correlaciones entre los yalores medidos y los parámetros de selección comparados, 

tanto en el caso síncrono como en el asíncrono. Se verifica en ambos casos que el radio espectr~l p (H) 

presenta una mayor correlación que el parámetro Par_ A con respecto a los tiempos de procesamiento y 

número de itera · c1ones. 
Iteraciones Tiempo Real Tiempo de CPU 

sine. as in c. sine. asinc. smc. as in c. 

1 p(H) 0,414 0,87 0,378 0,343 0,41 0,392 

1 Par A o 0377 -0,05 o 0104 o 089 00137 0,0137 

Tabla 6: Correlaciones 

5. CONCLUSIONES 

Dado el número de procesadores, los métodos de descomposición tradicionalmente utilizados no poseen 

dominio sobre el tamaño relativo de los subproblemas, o consideran sistemas muy particulares. Esta 

carencia dificulta el óptimo aprovechamiento de los sistemas distribuidos, generalmente heterogéneos. El 

presente trabajo presenta un método que permite descomponer cualquier sistema de ecuaciones con el 

desbalanceamiento deseado. Para esto, se introduce además un parámetro de selección de particiones que 

mostra mejor comportamiento experimental que los presentados en trabajos anteriores. 

Los resultados experimentales permiten concluir que: 

• El método propuesto genera mejores particiones que una selección aleatoria, inclusive en varios casos la 

óptima. 

• Las particiones generadas por el método propuesto son mejores ó iguales que las generadas por la 

Descómposición-s, con la ventaja adicional de ejercer control sobre el número . y tamaño de los 

subpmblemas. 

• p (H) es un mejor parámetro de selección que el parámetro Par_A. 

En resumen, la presente propuesta nos brinda una solución superior a las existentes para la descomposición 

de problemas con el objeto de resolverlos en un sistema distribuido heterogéneo. 
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